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L INTRODUCCION

El uso de integrales indefinidas en la ingenierfa resulta algo indispensable para su formacion
profesional pues, se emplean en la elaboracién de modelos matematicos constituidos por ecuaciones
diferenciales, los cuales se utilizan para representar los diferentes fenémenos fisicos presentes en la
naturaleza. Con respecto a los estudiantes de ciencia e ingenierfa, resulta de una gran relevancia el
aprender la resolucion de las mismas por varias razones: por su incidencia de forma significativa en
el desarrollo del pensamiento 16gico para el futuro profesional, permite la comprensiéon adecuada de
los diferentes eventos naturales, los cuales para su estudio se modelan con la utilizacién de esta
herramienta matematica y, la misma posee multiples aplicaciones en la solucién de problemas de
ingenierfa, segun sea su area de estudio en particular.

El presente trabajo, consiste en un solucionario de ejercicios propuestos en el libro Calculo
Diferencial e Integral, Séptima Edicién, Mc Graw Hill, correspondiente a integrales indefinidas
aplicando el Método de Sustituciéon y Cambio de Variable. Con el fin de que los estudiantes de
ciencias e ingenierfas, puedan contar con un documento adicional, que les permita agilizar el proceso
de aprendizaje correspondiente a la resolucién de este tipo de integrales; siendo el aporte mas
significativo la demostracién de los resultados obtenidos, mediante el proceso inverso denominado
Detivacion. Con la finalidad de desarrollar habilidades en los educandos, tales como:
empoderamiento de la necesidad de realizar la verificaciéon de un resultado en una operacién
matematica, asi como consolidar los nexos existentes entre el Célculo Integral y Diferencial como
operaciones inversas.

II. BASES TEORICAS Y EJEMPLOS

A. Patrén de reconocimiento.

Con el fin de realizar el proceso de integracién para funciones compuestas, se establecen dos
técnicas fundamentales: patrén de reconocimiento y cambio de variable. Ambas técnicas se basan en
una sustitucion U. Mediante patrén de reconocimiento, se realiza la sustitucion mentalmente. Sin

embargo, con el cambio de variables se escriben los pasos de la sustitucion.

La importancia de la sustitucién en la integraciéon es comparable en la de la regla de la cadena

empleada en la derivacién de funciones compuestas.

La regla de la cadena plantea para funciones derivables, segun la ecuacién (1):
=[F(g(0)] = F'(g(x))g’ (x) Q)

De la definicién de una anti derivada se deduce que:

JF'(8(0)g' (x)dx = F(g(x)) +C (2)

JF'(g(0)g'(x)dx =F ) +C (3)
Teorema: Antiderivacién de una funcién compuesta.

Sea g una funcién cuyo rango es un intervalo I, y sea f una funcién continua sobre I. Si g es

derivable en su dominio y F es una antidetivada de f sobre I, entonces

J f(g(0)g' (x)dx = F(g(x)) +C
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Si u = g(x), entonces
du=g'(x)dx Y
[fwdu=F@)+C

Los ejemplos 1 y 2 muestran como aplicar el teorema directamente, reconociendo las presencias
de f(g(x)) y 8'(x). Observe que la funcién compuesta en el integrando tiene una funcién externa

y una funcién interna. Ademds, la derivada g’ (x) esta presente como un factor del integrando.
J f(g(x)). g'(x)dx=F(g(x))+C
Funcién Externa  Funcién Interna  Derivada de la Funcién Interna
Ejemplo 1
Reconocimiento del patrén — f (g(x). g'(x))dx
Encontrar el patrén en [ (x? + D(2x)dx (1)
Solucion
Aligualar g(x) = x% + 1, se obtiene (2)
Gx)=2x 3 vy
fle®) =f@*+1) =(x*+1)? (4

Se puede reconocer que el integrando sigue el patron f (g(x))g’(x). Si usa la regla de la potencia
para la integracién y el Teorema Antiderivacion de una funcién compuesta, se obtiene:

f(g(x) g'(x)

[ (x? +1)?Q2x)dx = ()™ +C (5)

2+1

(x2+1)2+1

1.2 3
——+C =35> +1)°+C (6)

Se puede comprobar utilizando la regla de la cadena para verificar que la derivada de

%(xz + 1)3 + C cs el integrando de la integral original.
f)=:x*+1)°>+C (7)
fr)=3x*+1)°"1x*+ 1) + () (®)

f'e0) = (x**1H2(2x) (9)
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Cambio de variable.

Mediante un cambio de variables formal, se puede volver a escribir de nuevo toda la integral, en
términos de u y du (o de cualquiera otra variable conveniente). Aunque este procedimiento puede
llevar, mas pasos esctitos que el de reconocimiento del patrén ilustrado en el ejemplo anterior, es util
para integrando complicados. La técnica de cambio de variable usa la notacién de Leibniz para la

derivada.

Es decir, si u = g(x), entonces du = g'(x)dx, y la integral por el Teorema Antiderivacién de

una funcién compuesta toma la forma:

J f(g(®)g'(x)dx = [ f(wdu =F(u) +C

En virtud de que la derivada produce el integrando original, se sabe que ha obtenido la anti

derivada correcta.

Tomando en cuenta lo antes descrito, los pasos a seguir en la integraciéon por sustitucion serian
los siguientes.

Directrices para hacer un cambio de variables.

1. Elije una sustitucion u = g(x). Casi siempre es mejor elegir la parte interna de una funcién

compuesta digamos una cantidad elevada a una potencia
2. Calcule du = g'(x)dx
3. Escriba de nuevo la integral en términos de la variable u.
4. Bvalte la integral resultante en términos de U.
5. Sustituya U por g(x) para obtener una antiderivada en términos de X.
6. Compruebe la respuesta mediante derivacion.
Regla general de la potencia para la integracion.

Si g es una funcién derivable de X, entonces

f [g(x)]™" g'(x)dx = HE) +C nno esiguala —1

n+1

De modo similar, si u = g(x)entonces

n+1

[utdu =2

+C n no esiguala —1
n+1

Ejercicios resueltos.

1. Complete identificando u y du para la integral.

Tomando en cuenta lo propuesto en la siguiente integral,

| f(g(x))g' (x)dx u = g(x) du = g'(x)dx
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Resuelva los siguientes ejercicios.

1.1. [ (5x% + 1)?(10x)dx considere paraello u=5x*+1 du = 10xdx
1.2, [x*(Vx3 +1)dx considere paraello u=x3+1 du = 3x%dx

x : — 2 —
1.3. f\/xz_ﬂ dx considereparaello u=x“+1 du = 2xdx
1.4. [ tan®x.sec?x.dx  considere paraello u =tanx du = sec?®xdx

2. Resolver las siguientes integrales indefinidas.

21. [(@+2x0)*2dx (1)
Se considera u=1+2x

Y por tanto du = 2dx

Sustituyendo en la férmula original de la integral Jutdu = % +C

5

Lio= 02y

5
Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que flx) = @ +C
Se deriva la funcién (%) =2 (5)(1 + 2x)*(1+2x)' + 0
Se resuelve f'(x) =1+ 2x)*2)
Se encuentra que fl(x) =21 +2x)*

La comprobacion indica que al derivar la funcion f(x) = % + C se obtiene una expresion equivalente al

integrando de la funcion original 2(1 + 2)*, lo cual demuestra que la operacion se ha realizado correctamente.

22. [(x2-9)°@x)dx
Se considera u=x>-9

Y por tanto du = 2xdx

Sustituyendo en la férmula original de la integral [ udu = 11—4 +C

(x2-9)"

4+C

4
“ic=
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Ahora se realiza la comprobacion

| (2-9)"
Se tiene que flx) = —t C

Se derivala funciéon  f'(x) = i[(4)(x2 -9)3(x%2-9)]1+0

Se resuelve f(x) = (x?-9)32%)
Se encuentra que f'(x) = 2x(x%? —9)3
o . 5 (x2-9)* . L
La comprobacion indica que al derivar la funcién f(x) = —n C se obtiene una expresion equivalente al

integrando de la funcion original  2X(x* — 9)3, o cual demnestra que la operacion se ha realizado
correctamente.

23.  [V9—xZ(-2x)dx (3)

Se considera  u =9 — x?
Y por tanto du = —2xdx
Sustituyendo en la férmula original de la integral [ u/?du = %/2 = Zuz/z +C

2

Zu:j/2 +C =§(9 _x2)3/2 +C

Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que f(x) = g (9 —x2)3%2 +C

1
Se derivala funciéon  f'(x) = %% (9—x2)z2(9— x2)"+0

1

Se resuelve f'(x) =9 — x¥)z (—2x)
Se encuentre que f'(x) =v9 — x? (—2x)

La comprobacion indica que al derivar la funcion f(x) = % (9 — x2)3/2 + C se obtiene nna expresion

equivalente al integrando de la funcion original N9 — X% (—2x), lo cual demuestra que la operacion se ha

realizado correctamente.

24.  [3(1-2x2)(—4x)dx (4)

Se considera u=1-2x2

Y por tanto du = —4x dx
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ul/3+1 473
1 Tz
3

Sustituyendo en la férmula original de la integral [ Yu du = [ u'/3du =

3
SutBrc=21-2x)"3+¢C
Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que flx) = %(1 —2x2)*3 + C
. . ’ 3(4 N o
Se deriva la funcion ' (x) = Z(3—) (1-2x2)5(1—2x2)" +0

1
Se resuelve f'(x) = (1 —2x?)3(—4x)
Se encuentre que f'(x) = V1 — 2x2 (—4x)

4/3
La comprobacion indica que al derivar la funcién f(x) = % (1 = sz) / + C se obtiene una expresion

equivalente al integrando de la funcion original N1 — 2X?% (—4X), lo cnal demnestra gue la operacion se ha
realizado correctamente.

25.  [23(x*+ S)de (5)
Se considera u=x%*+3
Y por tanto  du = 4x3dx = x3dx = du/4

Sustituyendo en la férmula original de la integral [ %uz du = % (

T 12

2+1

u 1

) =—u3
2+1

L3 =L (4 3
SW =35 x*+3)°+C
Ahora se realiza la comprobacion

. _ 1 4 3
Se tiene que f(x) =5 x*+3)°+C
Se deriva la funcion  f'(x) = %(x‘* +3)2(x*+3)+0

2
Se resuelve f'x) = (x4+3) 4x3
Se encuentra que f'(x) = x3(x* + 3)?

3
La comprobacién indica que al derivar la funcién f(x) = % (x* +3)" + C se obtiene una expresion

2
equivalente al integrando de la funcion original x3 (x4 + 3) s Jo cual demmuestra que la operacion se ha realizado

corvectamente.
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26. [x2(x3+5)"dx (6)
Se considera u=x3+45

Y por tanto  du = 3x%dx = x*dx = du/3

1

Sustituyendo en la férmula original de la integral [ éu‘* du = 5(

15

u4+1) 1 &
= u
4+1

~uS=L ($®+5) +C

Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que fx) = 1—15 (x3+5)°5+¢C

Se derivala funcién  f'(x) = 2 (x* +5)*(x* +5)' +0
Se resuelve f'(x) = § (x3 +5)*(3x?)

Se encuentra que f'(x) = x?(x3 + 5)*

5
La comprobacién indica que al derivar la funcion f(x) = % (x3 + 5) + C se obtiene una expresion

4
equivalente al integrando de la funcion original x* (x3 + 5) s o cual demuestra que la operacion se ha realizado

correctamente.

2.7.  [x(x3 - 1)4dx (7)
Se considera u=x3-1

Y portanto  du = 3x%dx = x*dx = du/3

. ) - . 1 1 (u*t? 1
Sustituyendo en la férmula original de la integral [ ~u*du = —( ) =—u°
3 3\4+1 15

15 _ (@-1)°
s T e
Ahora se realiza la comprobacion
Se ti (x) = —(x3_1)5 +C
e tiene que flx) = T
Se deriva la funcion  f'(x) = 1—15 5(x3-1D*x3-1)+0
Se resuelve f'(x) = %(x3 —1)*(3x?)

Se encuentra que  f'(x) = x%(x3 — 1)*
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(3-1)°

La comprobacion indica que al derivar la funcion f(x) = A

+ C se obtiene nna expresion equivalente

4
al integrando de la funcion original x* (x3 — 1) , lo cual demmnestra que la operacion se ha realizado

corvectamente.

2.8. [ x(4x®+ 3)3dx (8)
Se considera u=4x*+3

Y por tanto du = 8xdx = xdx = du/8

. , - . 1 1 (udt? 1
Sustituyendo en la férmula original de la integral [ =u3du = —( ) =—u*
8 8 \3+1 32
1 (ax2+3)"
—ut="—=4+C
32 32

Ahora se realiza la comprobacion

Se ¢ _ (ax?4+3)"
e tiene que fx) = —+C

3
Se deriva la funcion  f'(x) = % (42 +3)*1(4x2 +3)' + 0
Se resuelve f'(x) = %(4)(2 +3)3(8x)
Se encuentra que f'(x) = x(4x? + 3)3

(4x2+3)"

La comprobaciin indica que al derivar la funcion f(x) = *—

+ C se obtiene una expresion equivalente

3
al integrando de la funcion original x(4x2 + 3) y lo cual demuestra que la operacion se ha realizado

correctamente.

29. [tyt2+2dt (9)

Se considera u=t>+2

Y por tanto du = 2tdt = tdt = du/2

1 3
. , . . 1 1 1 (uz*? 1f uz 1
Sustituyendo en la férmula original de la integral f Suz du = > < )=\ T = §u3/ 2
_+ —_
2 2

U2 =2 (t2 +2)¥2 4+ C
Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que f@) = g(tz +2)32+C
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Se deriva la funcion ~ f'(t) = §(g)(t2 +2)3271(t2 4+ 2)' + 0

Se resuelve fl@® =3 (t? 4+ 2)2(2t)
Se encuentra que f'@t) = tVt2 + 2

La comprobacion indica que al derivar la funcién f(t) = %(tz + 2)3/2 + C se obtiene nna expresion

equivalente al integrando de la funcion original t\|t? + 2lo cual demmuestra que la operaciin se ha realizado
correctamente.

2.10. [ 3Vt +5dt (10)
Se considera u=t*+5

Y por tanto du = 4t3dt = t3dt = du/4

1 1 3
Sustituyendo en la férmula original de la integral [ %ui du = %<32+1> = %(%) = %u3/ 2
2 2
U2 =2 (t* +5)¥2 4 C

Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que f®) = (" +5)%2 +C
Se deriva la funcion ~ f'(t) = %. % (t* +5)3271 (t* +5) +0

Se resuelve ') =L (@t*+ 52 (4t3) = (t* + 5)V/2.¢3

4

Se encuentra que f'(t) =t3Vt* +5

La comprobacion indica que al derivar la funcién f(t) = %(t4 + 5)3/2 + C se obtiene una expresion

equivalente al integrando de la funcion original t3Vt* + 5, lo cual demuestra que la operacion se ha realizado

correctamente.

211, [5xVY1—xZdx (11)
Se considera u=1-x?

Y por tanto du = —2xdx = xdx = —du/2
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X3+ C

Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que flx)=- % 1—x)*3+C
Se derivala funcion  f'(x) = =22, (2). (1 —x)*3 L (1 -x%)'+0

Se resuelve flx) = =21 —x*)3.(-2x) = 5x(1 — xH)/3
Se encuentra que f'(x) = 5xV1 — x2

2y4/3

La comprobacion indica que al derivar la funcion f(x) = — 1?5 1-x + C se obtiene una excpresion

equivalente al integrando de la funcion original 5x V1 —x2 5 lo cnal demmuestra que la operacion se bha realizado

correctamente.

212, [u?Jud +2.du (12)
Se considera x=u3+2

Y por tanto dx = 3u?du = u?du = dx/3

3
. , . . 1 1 1(x2 1 x2 2
Sustituyendo en la férmula original de la integral f —x2dx ==|3 =-|l=)= 2 x3/2
3 3\ J+1 3 9

2

9x3/2 = g(u3 +2)3/24C

Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que f@) =@ +2)3%+C

Se deriva la funcion  f'(u) = g.;(lﬁ +2)3271 (B +2)' 40

Se resuelve f'w) =—3 w? 4+ 2)Y2(3u?) = u? (s + 2)1/?
Se encuentra que ') = uVud +2

3/2
La comprobacion indica que al derivar la funcion f(u) = %(us +2) "2 3 C se obtione wna excpresion

equivalente al integrando de la funcion original WPNJUB + 2, lo cual demmestra que la operacion se ha realizado

correctamente.
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213. [ ﬁ.dx (13)

Se considera u=1-x?

Y por tanto du = —2xdx = xdx = —du/2

1

Sustituyendo en la férmula original de la integral | — %u“3 du = — 3 (

—3+1

u 1 _

)_uz
4

—3+1
1 2 _ 1., 22
QU= 4(1 x“)"“+C
Ahora se realiza la comprobacion

. — 1 2 _2
Se tiene que f(x)—z(l—x )y +C
Se deriva la funcion  f'(x) = %. (-=2).(1—-x3)"2"1.(1-x3"+0
Se resuelve f'tx) = —% (1—x2)73(-2x) = x(1 —x%)3

Se encuentra que fl(x) = (1_22)3

op. o : > 1 = ] oz
La comprobacién indica que al derivar la funcién f(x) = 2 (1 — x2)™2 + C se obtiene una expresion

equivalente al integrando de la funcion original lo cual demuestra gue la operacion se ha realizado

X
(1-x2)3°

corvectamente.

3
214. (1:7)2"1" (14)

Se considera u=1+x*

Y por tanto du = 4x3dx = x3dx = du/4
. , .. . 1 _o 1 (u~2*1 1 _q
Sustituyendo en la férmula original de la integral J e du = " (_2+1) =-—Ju
—Cutl=—2(14xYH14C
4 4

Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que f@) =-zA+xH+cC

Se detivala funcién  f'(x) =2 (1 +x)71 (A + 2 +0
Se resuelve i) =11+ x*)7?(4x3)

Se encuentra que f'(x) = ﬁ
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La comprobacion indica que al derivar la funcién f(x) = — % 1+ xHt

x3

equivalente al integrando de la funcion original L lo cual demuestra que la operacion se ha realizado
(1+x

corvectamente.

xz
(14x3)2

215, | .dx (15)

Se considera ~ u =1+ x3
Y por tanto du = 3x2%dx = x*dx = du/3

1

1 1 (u~2%1 1
Sustituyendo en la f6rmula original de la integral —u?du=-= ( ) =—-u"
Y 8! gral [ 3 3\-2+1 3

—Zul=—Z(1+x314C
3 3
Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que flx) = —%(1 +x3)" 1+ C

Se deriva la funcion  f'(x) = % A+ 1+x3'+0

Se resuelve flx) = § (1 +x°)72(3x%)
! xz
Se encuentra que f't) = (14%3)2

La comprobacién indica que al derivar la funcién f(x) — %(1 +x3)71

x2

equivalente al integrando de la funcion original G’ lo cual demmuestra que la operacion se ha realiado
1

+x3)

corvectamente.

2
2.16. [ u;—xg)z.dx (16)

Se considera u=16—x3

Y por tanto du = —3x2%dx = x*dx = —du/3

. , . . . 1 _5 1 (u~2*1 1 _1
Sustituyendo en la férmula original de la integral [ — JU du = — 3\ ) =3¢

“ul=2(16-x%) 1 +C
3 3

Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que flx) = §(16 —x3)l+C

Se deriva la funcion  f'(x) = % -DA6—x3"1"116-x3"+0

+ C se obtiene una expresion

+ C se obtiene una expresion
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Se resuelve f'(x) = —3(16 — x3)72.(=3x?)
Se encuentra que f'tx) = ﬁ

La comprobacion indica que al derivar la funcion f(x) = %(16 —x3)"Y+ C s obtiene una expresion

equivalente al integrando de la funcion original —= 27 lo cual demuestra que la operacion se ha realizado
16—x

corvectamernte.

217. [ \/%.dx (17)

Se considera u=1-—x?

Y por tanto du = —2xdx = xdx = —du/2

2

1 L
Sustituyendo en la férmula original de la integral | — %u_i du=—1 <u_12 > = —yl/2
—ult?2=—(1-x)V2 +C
Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que fx)=—-1-x)HY2+C

Se deriva la funcion  f'(x) = —% (1—=x)Y2"1,1-x%)"+0

Se resuelve f'(x) = —% (1 —x2)"Y2, (=2x)
Se encuentra que f'(x) = \/1i7

1/2
La comprobacion indica que al derivar la funcion f(x) = —(1 = xz) / + C se obtiene una expresion

equivalente al integrando de la funcion original \/L—z s lo cual demmuestra que la operacion se ha realizado
1-x

corvectamente.

218. |

3
.dx (18

V14+x% o ( )

Se considera u=1+x*

Y por tanto du = 4x3dx = x3dx = du/4

-1
. , - . R 1{uz 1
Sustituyendo en la férmula original de la integral S i du = " < — 1> = Eul/ 2
—+
2

%ul/z = %(1 +xH2+C
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Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que fx) = %(1 + x4)1/2 +C

Se deriva la funcion  f'(x) =2.2.(1 + xH271 1+ x5+ 0

3
Se resuelve f'x) = % (1+xM)712 (4x3) = u;ﬁw

Se encuentra que f'(x) = %

1+x

L . . 1 1/2 . .
La comprobacion indica que al derivar la funcion f(x) = > (1 F x4) / + C se obtiene una excpresion

X3

Vi+xt

equivalente al integrando de la funcion original

5 lo cual demmuestra que la operacion se ha realizado

corvectamente.

219. [ (1+2°(3).dt (19)

Se considera u=1+% = %:u—l = t:ﬁ

Y por tanto du=—%dt = dt=-t’du = dt= —(ﬁ)zdu

N

Sustituyendo en la férmula original de la integral — [ u® [1;)2] (ﬁ)zdu = —[udu
u-1
—[uldu = —’1—4 = —l(1+1)4 +C

Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que f) =- i (1+%)4 +C

Se detivala funcion  f/(8) = —54(1+2)°.(1+2) +0

Se resuclve f1®) =—(1+2)°(-2)

Se encuentra que f'@t) = (1+%)3(ti2)

op o ix . ., 1 4 . ., .
La comprobacién indica que al derivar la funcion f(t) = — 7 (1+%) + C se obtiene una expresion equivalente

al integrando de la funcion original (1+3) (3) » o cual demuestra que la operacidn se ha realizado correctamente.

1
(3x)?

2.20. | [x2+ ].dx (20)

L. . . 1 _
Se separan los términos en diferentes integrales [ x%dx + | P Zdx

x2t1 —2+1 3

+1z Z-ixt+cC

241 9" —2+1

Se resuelve cada integral indefinida
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Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que fx) = ?—%x_l +C
Se deriva la funcion  f'(x) = §.3x3—1 _ % (=1).x"11+0

Se encuentra que f'(x) = x2 4+ #

.. . ., _ 3 1.-1 . .,
La comprobaciin indica que al derivar la funcion f(x) =% —35x7" + C se obtiene nna expresion
. . ., .. 2 1 ., .
equivalente al integrando de la funcion original X* + 7 , lo cual demuestra que la operacion se ba realizado

corvectamente.

2.21. dx (21)

f 1
V2x’
Se considera Uu=2x = x=

u
2

Yportanto  du=2dx = dx=%

Sustituyendo en la férmula original de la integral 1] %% = % 1] (d_u) = % fu=Y%du
2

)2+ ¢
Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que f(x) =22 +c¢

Se deriva la funcion  f'(x) = % (2x)Y/271,(2x) 4+ 0

1

Se resuelve flx) = %(Zx)_l/z' @)= (2x)1/2

Se encuentra que f'tx) = \/%—x

La comprobacidn indica que al derivar la funcion f(x) = (2x)Y/? + C se obtiene una expresion equivalente

. ., .. 1 op .
al integrando de la funcion original = , lo cual demuestra que la operacion se ha realizado correctamente.

222. | %.dx (22)
1

1 —=
Se puede expresar como [ JX 2

1
Se resuelve la integral %x_E =1x2 —1x2_,1/24C
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Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que fx)=x"2+¢C

1
Se deriva la funcion  f'(x) = %xf_l(x)' +0

Se resuelve f'(x) = ﬁ
Se encuentra que f'(x) = %

1/2

La comprobacion indica que al derivar la funcion f(x) = X% + C se obtiene una expresion equivalente al

integrando de la funcion original e lo cual demuestra que la operacion se ha realizado correctamente.

xz X
223, [TX7dx(23)
Se puede expresar como [ (x? +3x + 7)x~Y%dx
1 -1 _1
Se distribuye los productos en integrales diferentes [ x?x2dx + 3 x.x"2dx + 7 x 2dx

3 1 1
Se reduce términos semejantes [ x2dx + 3 x2dx + 7 x"2dx

x%+1 x%+1
Se resuelve ” + 3 +7

1
E+1

1. 5 3 1 5 3 1
x 2 — X2 x2 x2 __ 2x2 2x2 =
z =235 477 =22 43274 723
2 2 2 2

5 3 1
gxi +2x2+14x2+C

Ahora se realiza la comprobacion

5 3 1

Se tiene que flx) = gxf + 2x2 + 14x2+ C

Se deriva la funcién f'lx) = %.ng +2.3x27 " +14.2x2 40
3 1 _1

Se resuelve f'(x) =x2+3xz2+7x 2

Se extrac factor comin f'(x) = x~/2(x? + 3x + 7)

x2+3x+7

Vx

Se encuentra que f'(x) =

5 3 1
La comprobacién indica que al derivar la funcion f(x) = 2x2 + 2x2 + 14x2 + C se obtiene una expresion

. . o XP43x47 . ,
equivalente al integrando de la funcion original N lo cual demnestra que la operacion se ha realizado

corvectamente.

2
224. ["Xdt (24)
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1
Se puede expresar como [ (t+2t>)t 2dt

1 3
Se distribuye los productos en integrales diferentes [ tzdt + 2 tzdt

Se resuelve  §—+ 2 [5— =%+2t§=£+2[§t2]=§t2+§t2+6'

Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que f(x) =§t%+§t;+C
Se deriva la funcién flx)=2.2 tg_l +23 tf;_1 +0
3 2 52
1 3
Se resuelve f'(x) =tz + 2tz

Se extrac factor comin  f'(x) = t~Y/2(t + 2t?)

t+

22
NG

Se encuentra que f'(x) =

3 5
La comprobacién indica que al derivar la funcién f(x) = ; tz + % tz + C seobtiene una expresion equivalente

2
; -y o o t+2t 93 .
al integrando de la funcion original =z— , lo cual demmnestra que la operacion se ha realizado correctamente.

2.25. [ t*(t—2)dt (25)
Se distribuye los productos en integrales diferentes [ t3dt — 2 tdt
t3+1 t2 t4

Se resuelve ——2—=——t24¢C
3+1 2 4

Ahora se realiza la comprobacion

. t* 2
Se tiene que f(x)=:—t +C
Se deriva la funcion  f'(x) = i4-t3 —-2t+0
Se resuelve fl(x) =t3-2t
Se encuentra que f'(x) =t? (t — %)

L . - tt : . :
La comprobacion indica gue al derivar la funcion f(x) = i t2 + C se obtiene una expresion equivalente

al integrando de la funcion original t* (t = %) s lo cual demuestra que la operacion se ha realizado correctamente.

226. [ (S+.)at (26)

3 442

. . . . 3
Se separan los términos en diferentes integrales ) %dt + [ thz
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1f +3 1(4=244 — 1t 1 e72¥0 ¢t 1 g
Seresuel‘v‘e Eft dt+zft dt—g.r+z. “2+1 —E_Zt +C
Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que f(x)=i—z—%t_1+C
3 -1-1

Se deriva la funcion  f'(x) = % + 1 +0

t3 72
Se resuelve f'(x) = Fae
Se encuentra que f'tx) = g + ﬁ

0p O o 0 0p _ t4‘ 1 ,.-1 0 op o

La comprobacion indica que al derivar la funciin f (x) = 2 — 3t + C se obtiene una expresion equivalente

3
. ., .. t 1 op .
al integrando de la funcion original < + Lz , lo cual demuestra que la operacion se ha realizado correctamente.

227. [(9-w)\ydy 27

1 1
Se distribuye los productos en integrales diferentes  9f y2dy — [ y.y2dy

341

1 3 1
Se resuelve 9 yzdy — nydy =9 3’12:11 -2 _ =09,
2

Nju

N | w
N

w I[N

y

o |

E+1

3 5
Se simplifica  6y2 —2y2 + C

Ahora se realiza la comprobacion
3 5
Se tiene que f(x)=6yz—2y2+C
3 5
Se deriva la funciéon  f'(x) = 6 ;yrl — g 2y 2140
1 3 1
Se resuelve f'(x) =9yz —y2=y2(9 —y)

Se encuentra que f'(x)=0 - y)\/g_/

3 5
La comprobaciin indica que al derivar la funcion f(x) = 6y2 —2y2 + C se obtiene una expresion
equivalente al integrando de la funcion original (9 — y)\/— s lo cual demuestra que la operacion se ha realizado

corvectamernte.

2.28. [2my (8 - y%> dy (28)

3
Se distribuye los productos en integrales diferentes 21 [f 8ydy — [ y. ygdy]

51 7 7
Se resuelve 2w [8 % - 3’;“] =27 [4y2 — %] = 8my? — 47ny2 i,
2 2

82



ISSN-e: 2697-3650

Minerva Journal
vol.3, Issue. 9, (pp. 62-90)

Ahora se realiza la comprobacion

7
f(x) =8my? —Zy2 4+ C

Se tiene que

7
[0 = 8n(2)y* ™t — 2y + 0

Se deriva la funcién

Se resuelve

5
f'(x) = 16my — 2my?

£(x) = 2my(8 — y2)

Se encuentra que

7
La comprobacién indica que al derivar la funcion f(x) = 8mwy? — 47")15 + C se obtiene una expresion

3
equivalente al integrando de la funcion original 2Ty (8 — Y2) , lo cual demuestra que la operacion se ha

realizado correctamente.

2.29. [ sec2xtan2xdx (29)

f 1 sen2x
cos2x” cos2x”

Se puede expresar como

. . senz2x
Se simplifica 1] T
Se considera u = cos2x
Y por tanto du = —2sen2xdx
: 1fdu _ _1u?tl g
Al remplazar y resolver se obtiene W= T o LU

Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que f(x)=1(cos2x)™" +C
Se deriva la funcién  f'(x) = -3(cos 2x)7* " (cos2x)" + 0

Se resuelve

Se encuentra que f'(x) = sec2xtan2xdx

f'(x) = =3 (cos 2x) 7% [-2sen(2x)] =

1 _ -1
=2 (cos2x)™' +C

sen2x 1 sen2x
cosZ2x cos2x” cos2x”

La comprobacién indica que al derivar la funcion f(x) = % (cos2x)™ 1+ C se obtiene una expresion

equivalente al integrando de la funcion original sec2xtan2xdx, lo cual demuestra que la operacion se ha

realizado correctamente.

Identidades trigonométricas basicas
1. sen®’x +cos’x =1
2. sec’x +1 = tan’x

3. csc’x +1 = cot?x
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4, sen*x + cos*x =1 — 2sen®x.cos?x
5. tanx + cotx = secxcscx

6. sec’x + csc®x = sec?x.csc?x

3. Determinar las siguientes integrales de funciones trigonométricas indefinidas.

3.1. [ msenmxdx (1)

Se considera u=mx
Y por tanto du = mwdx
Sustituyendo en la férmula original de la integral [ senu du = —cosu
—cosu = —cosnx + C
Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que f(x) = —cosmx + C
Se deriva la funcion  f'(x) = —(—senmx)(mx)' + 0
Se encuentra que f'(x) = msenmnx
La comprobacion indica que al derivar la funcion f(x) = —coOSTX + C s¢ obtiene una expresion equivalente

al integrando de la funcion original TCS@NTTX, lo cual demuestra que la operacion se ha realizado correctamente.

3.2. [ 4x3senx*dx (2)

Se considera u=x*
Y por tanto du = 4x3 dx
Sustituyendo en la férmula original de la integral [ senu du = —cosu
—cosu = —cosx* + C
Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que f(x) = —cosx*+C
Se deriva la funcién  f'(x) = —(—senx*)(x*)' + 0
Se encuentra que f'(x) = 4x3senx*
La comprobaciin indica que al derivar la funcion f(x) = —cosx* + C se obtiene nna expresion equivalente

al integrando de la funcion original 4x3senx*, lo cual demuestra que la gperacion se ha realizado correctamente.

84



Minerva Journal
ISSN-e: 2697-3650 vol.3, Issue. 9, (pp. 62-90)

33. [sen2x.dx (3)

Se considera u=2x

Y por tanto du=2dx = dx =du/2

Sustituyendo en la férmula original de la integral [ %Senu du = % (—cosu)

% (—cosu) = —%cost +C
Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que fx) = —%COSZX +C
Se deriva la funcion  f'(x) = —%(—Sean) (2x)'+0
Se resuelve f'tx) = %sean(Z)
Se encuentra que f'(x) = sen2x
La comprobacién indica que al derivar la funcion f(x) = —%COSZX + C se obtiene una expresion

equivalente al integrando de la funcion original SeN2X, lo cual demuestra que la operacion se ha realizado

corvectamente.
34. [ cos6x.dx (4)

Se considera u = 6x

Y por tanto du=6dx = dx =du/6
Sustituyendo en la formula original de la integral [ %cosu du = % senu
% senu = %sen6x +C
Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que flx) = %Sen6x +C
Se deriva la funcion  f'(x) = %cos6x(6x)' +0
Se resuelve f'(x) = % cos6x(6)
Se encuentra que f'(x) = cosbx

La comprobacion indica que al derivar la funcion f (x) = el en6x + C se obtiene una expresion equivalente

al integrando de la funcion original €COS6X, lo cnal demuestra que la operacion se ha realizado correctamente.
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3.5. [ xsenx?.dx (5)
Se considera u=x?

Y por tanto du =2xdx = xdx = du/2

Sustituyendo en la formula original de la integral [ %Senu du = % (—cosu)

% (—cosu) = —%cosx2 +C
Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que fx) = —%cosxz +C
Se deriva la funcion  f'(x) = —% (—senx?)(x®)' + 0
Se resuelve f'(x) = =3 (—senx?)(2x)
Se encuentra que f'(x) = xsenx?
La comprobacion indica gue al derivar la funcion f(x) = — % cosx? + C se obtiene nna expresion equivalente

al integrando de la funcion original XS€NX?, lo cual demuestra que la operacion se ha realizado correctamente.

36. [sec(1—-x)tan(1—x)dx (6)

Se considera u=1-x
Y por tanto du =—-1dx = dx = —du
Sustituyendo en la férmula original de la integral [ —secu tanu = —secu

—secu=—sec(l—x)+C
Ahora se realiza la comprobacion
Se tiene que f(x)=—sec(1—x)+C

Se deriva la funcién ~ f'(x) = —sec(1 —x)tan(1 —x)(1 —x)'+ 0

Se resuelve f'(x) = —sec(1—x)tan(1 —x)(—1)
Se encuentra que f'(x) =sec(1 —x)tan(1 — x)
La comprobacion indica que al derivar la funcion f(x) = — sec(1 — x) + C se obtiene una expresion

equivalente al integrando de la funcion original sec(1 — x) tan(1 — x), lo cual demuestra gue la operacion

se ha realizado correctamente.

3.7.  [cot’x.dx (7)

Considerando la identidad trigonométrica  ¢sc?x = 1+ cot?x = cot?x = csc?x — 1
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Se sustituye en la integral original [ (csc?x — 1)dx

Se separan los términos en diferentes integrales [ esc?x dx — [ dx
Se resuelve cada integral —cotx —x+C

Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que f(x) =—cotx —x+C

Se deriva la funcion  f'(x) = —(—csc?x) —1+0

Se resuelve f'(x) =csc?x—1
Se encuentra que f'(x) = cot?x
La comprobacién indica que al derivar la funcion f(x) = —cotx — x + C se obtiene una expresion

equivalente al integrando de la funcion original COC*X, lo cual demuestra que la operacion se ha realizado

corvectamente.

3.8. [cot*x.dx (8)

Se puede expresar como [ cot?x cot?x dx

Considerando la identidad trigonométrica  c¢sc?x = 1 + cot?x = cot?x = csc?x — 1
Se sustituye en la integral [ (csc?x — 1) cot?xdx

Se distribuyen los productos en diferentes integrales [ csc?xcot?x dx — [ cot?x dx
Se resuelve cada integral, considerando lo siguiente:

Enla expresion [ csc?xcot?x dx

Se considera u = cotx
Y por tanto du = —csc?dx = csc?dx = —du
2 ul cot3x
Se reemplaza [ —u?du= -5 = (D
Mientras tanto en la expresion - f cot?x dx
. . L. cos?x 1-sen?x
Con funciones trigonométricas se puede expresar como —f == dx=>-J >
sen<x cos“Xx
: : 1 sen®x 2
Se separa en diferentes integrales —f o dx + fsenzx dx = —[ csc?xdx + [ dx

Al resolver se tiene que  €otx + x (2)
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Al unir las expresiones (1y 2) se tiene —@ +cotx+x+C

Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que fx) = —@ +cotx+x+C

Se derivala funcién  f'(x) = =3 (cot®x)" + (cotx)' + (x)' + 0

Se resuelve f'(x) = =2 cot?x(cotx)' — csc?x + 1 = —cot®x(—csc?x) — csc’x + 1

2x — [csc?x — 1] = csc?xcot?x — cot?

Se simplifica f'(x) = cot?xcsc
f'(x) = cot?x(csc?x — 1) = cot?x(cot?x)
Se encuentra que  f'(x) = cot*x

cot3x
3

La comprobacion indica que al derivar la funcién f(x) = - + cotx + x + C se obtiene una expresion

equivalente al integrando de la funcion original cot*x, o cual demmnestra que la operacion se ha realizado

correctamente.

3.9. [sen2x.cos2x.dx (9)

Considerando la propiedad (senAx. cosBx = J[sen(A — B)x + sen(A + B)x])
Se expresa la integral como %f [sen(2 — 2)x + sen(2 + 2)x]dx

Se simplifican términos semejantes < [ [sen0x + sendx]dx =1 [ sen4x.dx

Se considera u=4x
Y por tanto du = 4dx = dx = du/4
101 1 1
Se reemplaza > ) S senu du = 3 (—cosu) = — gcos4x +C

Ahora se realiza la comprobacion

Se tiene que flx)=— % cosdx + C

Se deriva la funcion  f'(x) = —% (—sendx)(4x)' + 0

Se resuelve f'(x) = %sen4x(4) = %sen4x = % (2sen2xcos2x)
Se encuentra que f'(x) = sen2x cos2x

2. o ip . ., 1 g oz
La comprobacion indica que al derivar la funcion f(x) = —ECOS4x + C se obtiene una expresion

equivalente al integrando de la funcion original S€N2X COS2X, /lo cual demmuestra que la operacion se ha

realizado correctamente.
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CONCLUSIONES

Se considera de una gran importancia para los estudiantes el solucionario planteado de integrales

indefinidas, a través de una sustitucién o cambio de variables, pues el mismo contribuye de manera

decisiva en el desarrollo de las competencias necesatias en el futuro profesional. Ademas, juega un

rol muy importante en la comprension de los pasos necesarios con el fin de darle solucién a este tipo

de integrales, ganando vista en cuanto a las estrategias de solucién recomendada para las mismas.
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